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Abstract
This slide will briefly introduce poisson distribution , poisson process  
and poisson factorization by using some realistic example and simple 
math methods. Then we will introduce event model by poisson point 
process and recommend system by poisson factorization.
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Poisson Distribution---Two examples

已知某家小杂货店，
平均每周售出2个水

果罐头。请问该店
水果罐头的最佳库
存量是多少？（暂
时不考虑水果罐头
的保质期）
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Poisson Distribution---Two examples

1982年至2012年，
美国共发生62起
（大规模）枪击案。
其中，2012年发生
了7起，是次数最多
的一年。2012年有

这么多枪击案，这
是巧合，还是表明
美国治安恶化了？
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Poisson Distribution---Two examples

以上的两个例子中，我们可以做出如下的近似假设：

• 发生枪击案和顾客购买水果罐头都是小概率事件；

• 发生枪击案或者购买水果罐头的顾客，各个事件之间是独立的，
不会互相影响；

• 发生枪击案件或顾客购买水果罐头的概率是相对稳定的。

在统计学中，满足上述三个条件的事件，服从泊松分布。

𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑘𝑘) =
𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆𝑘𝑘

𝑘𝑘!
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Poisson Distribution

Siméon Denis Poisson 
1781~1840

 Life is good for only two things:

to study mathematics 
and to teach it.
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𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑘𝑘) =
𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆𝑘𝑘

𝑘𝑘!

泊松分布：

P：随机变量X发生k次的概率；
X：随机变量；
k：X的取值（0，1，2，3...）；
λ：是单位时间(或单位面积)内随机事件的平均发生率。

泊松分布的期望和方差均为 𝜆𝜆。

泊松分布适合于描述单位时间（或空间）内随机事件发生的次数。如某一服务设施在一
定时间内到达的人数，电话交换机接到呼叫的次数，汽车站台的候客人数，由于泊松分
布天然的特性，适合对人类行为进行建模。
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𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑘𝑘) =
𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆𝑘𝑘

𝑘𝑘!

罐头的例子中， 2λ =

如果存货4个罐头，
95%的概率不会缺
货（平均每19周发

生一次）；如果存
货5个罐头，98%的

概率不会缺货（平
均59周发生一次）。
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Poisson Distribution

判断美国治安是否发生恶化，关键是判断枪击案的发生概率是否稳定，如果
稳定，则治安没有恶化，如果枪击案的概率增大，则治安恶化严重。（既假
设3是否成立。）

• 发生枪击案和顾客购买水果罐头都是小概率事件；

• 发生枪击案或者购买水果罐头的顾客，各个事件之间是独立的，
不会互相影响；

• 发生枪击案件或顾客购买水果罐头的概率是相对稳定的。
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Poisson Distribution

根据资料，1982--2012年枪击案的分布情况如下表所示：

平均每年发生2起枪击案，
所以 λ = 2 。
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Poisson Distribution

𝑃𝑃(𝑋𝑋 = 𝑘𝑘) =
𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆𝑘𝑘

𝑘𝑘!
λ = 2 
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Poisson Distribution

卡方统计量 = Σ [ ( 观察值 - 期望值 ) ^ 2 / 期望值 ]

结论：卡方统计量等于9.82。查表后得到，置信水平0.90、自由度7的卡方分布临
界值为12.017。因此，卡方统计量小于临界值，这表明枪击案的观察值与期望值之
间没有显著差异。可以接受"发生枪击案的概率是稳定的"假设，也就是说，从统计
学上无法得到美国治安正在恶化的结论。
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Poisson Distribution

• Brief summary

泊松分布的概率函数为：

(X k) , 0,1,2...
!

keP k
k

λλ−

= = =

（在概率论中，任何随机变量的特征函数完全定义了它的概率分布。）

( ) exp( ( 1))itt eψ λ= −

特征函数：

期望与方差：

𝜆𝜆
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DMLESS IS MORE Data Mining Lab

数据挖掘实验室Poisson Distribution

泊松分布与二项分布：

当二项分布的n很大而p很小时，泊松分布可作为二项分布的近似，其中λ为np。事实
上，泊松分布正是由二项分布推导而来的。具体推到请向度娘打听，此处不多说~

假设：

• 事件发生的概率是相对稳定的。

• 各个事件之间是独立的，不会互相影响；

16



DMLESS IS MORE Data Mining Lab

数据挖掘实验室Poisson Process

(X k) , 0,1,2...
!

keP k
k

λλ−

= = =

19

人类很多行为可以视作在一定单位时间内的一个事件，同样类型的事件
发生的次数整体可以通过泊松过程进行刻画，因为在随机过程中，泊松
过程能够很好的刻画计数过程。

上面构建的表达式通常称作Intensity function。

λ
通过泊松过程刻画事件主要是刻画单位时间或单位空间内，时间发生的
强度或次数。分析事件各种因素与发生次数 𝜆𝜆的关系，构建表达式。



DMLESS IS MORE Data Mining Lab

数据挖掘实验室Poisson Process

假设：

• 事件发生的概率是相对稳定的。

• 各个事件之间是独立的，不会互相影响；

假设1确定了𝜆𝜆是一个常量。在早期的研究中，认为人类活动是均匀的。
2005年Nature一篇文章直指人类活动是非均匀的。

...

time
location

item

preference
social

λ
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DMLESS IS MORE Data Mining Lab

数据挖掘实验室Poisson Process

• 时间维度是恒定且无限延长的

(t)λIntensity function：

• 构建单位时间内的概率密度。

假设：

• 事件发生的概率是相对稳定的。

• 各个事件之间是独立的，不会互相影响；

• 人类活动既然随着时间、偏好、社交以及其他影响，事件之间必然会产生影响，
所以构建事件之间的影响也是建模需要考虑的因素。

19
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数据挖掘实验室Poisson Process

(t)λ

time
location

group

social

preference

itme

Model

Recurrent 
Influence

预测： 𝒇𝒇 𝒕𝒕 = 𝝀𝝀 𝒕𝒕 𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆(−�
𝟎𝟎

𝒕𝒕
𝝀𝝀(𝝉𝝉)𝒅𝒅𝝉𝝉)

20
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数据挖掘实验室Poisson Process

过去的影响，偏好，时间等与发生频率是一个黑箱模型。直接在RNN中进行学习，
过去的影响用这种循环神经网络进行学习。

Recurrent Marked Temporal Point Processes: Embedding Event History to Vector[C]. 2016. KDD 21
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数据挖掘实验室Poisson Process

1max{ ,0}y t h
j j j j hh W y W t W h b−= + + +

Recurrent Marked Temporal Point Processes: Embedding Event History to Vector[C]. 2016. KDD 22
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数据挖掘实验室Poisson Process

认为用户(user)，商品(product)是线性关系，单独加一个时间核函数，对过去事件的
影响进行模拟。

Recurrent Poisson Factorization for Temporal Recommendation[C]. KDD. 2017. 23



DMLESS IS MORE Data Mining Lab

数据挖掘实验室Poisson Process

* * *( , , ) ( , ) ( | , )u t l c t c f l t cλ λ=

L代表location， t为时间， c为location的类别，下表u代表user，Intensity function 采用
条件分布的方法进行构建，认为三元组(t,l,c)为联合分布的关系。

Spatio-Temporal Modeling of Check-ins in Location-Based Social Networks[J]. 2016.

周期性

24
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数据挖掘实验室
• Brief summary

Poisson Process

Motivation：分析事件发生次数的影响因素，构建基于时间的Intensity function。
建立非均匀、有记忆性的泊松过程，学术名次Marked Point Process。

方法：

• 各种因素的黑箱模型，采用循环神经网络产生记忆效应；

• 采用分解的方法，单独加核函数构成时间上影响；

• 采用联合分布的方法，在分布中加周期函数，构成记忆效应。

Model：
• 分析事件发生次数的影响因素；
• 时间记忆性，既过去事件发生对未来时间产生的影响。

25
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数据挖掘实验室SVD

SVD是一种矩阵分解方法，从本质上说是一种特殊的PMF。

𝑅𝑅𝑈𝑈×𝐼𝐼 = U𝑈𝑈×𝐾𝐾𝑉𝑉𝐾𝐾×𝐼𝐼

�𝑟𝑟𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝑈𝑈𝑢𝑢𝑇𝑇𝑉𝑉𝑢𝑢

𝑒𝑒𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝑟𝑟𝑢𝑢𝑢𝑢 − �𝑟𝑟𝑢𝑢𝑢𝑢

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 =
1
2
�
𝑢𝑢,𝑢𝑢

𝑒𝑒𝑢𝑢𝑢𝑢2 +
1
2
𝑢𝑢𝑢𝑢 2 +

1
2
𝑣𝑣𝑢𝑢 2

=
1
2
�
𝑢𝑢,𝑢𝑢

(𝑟𝑟𝑢𝑢𝑢𝑢 −�
𝑘𝑘=1

𝐾𝐾

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘𝑣𝑣𝑘𝑘𝑢𝑢)2 +
1
2
𝜆𝜆�
𝑢𝑢,𝑢𝑢

�
𝑘𝑘=1

𝐾𝐾

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑘𝑘2 +
1
2
𝜆𝜆�
𝑢𝑢,𝑢𝑢

�
𝑘𝑘=1

𝐾𝐾

𝑣𝑣𝑘𝑘𝑢𝑢2

评分矩阵:

损失:

26
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数据挖掘实验室Probabilistic Matrix Factorization

用贝叶斯的观点看，R是观测到的值，U,V描述了系统的内部特征，
是需要估计的。

• 对一个近似矩阵进行分解�R = 𝑈𝑈𝑇𝑇𝑉𝑉

• 要求近似矩阵 �𝑅𝑅在观测到的评分部分和观测矩阵R尽量相似

• 为了防止过拟合，需要对U,V做某种形式的约束

PMF Model

• 观测噪声（观测评分矩阵R和近似评分矩阵 �𝑅𝑅之差）为高斯分布

• 用户属性U和电影属性V均为高斯分布

27
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数据挖掘实验室Probabilistic Matrix Factorization

𝑝𝑝 𝑈𝑈 𝜎𝜎𝑢𝑢2 = ∏𝑢𝑢=1
𝑀𝑀 𝑁𝑁(𝑈𝑈𝑢𝑢|0,𝜎𝜎𝑢𝑢2𝐼𝐼) 𝑝𝑝 𝑉𝑉 𝜎𝜎𝑢𝑢2 = ∏𝑢𝑢=1

𝑁𝑁 𝑁𝑁(𝑉𝑉𝑢𝑢|0,𝜎𝜎𝑢𝑢2𝐼𝐼)

假设商品V与用户U的特征矩阵都服从高斯分布：

𝑝𝑝 𝑅𝑅 𝑈𝑈,𝑉𝑉, 𝛿𝛿2 = ∏𝑢𝑢=1
𝑀𝑀 ∏𝑢𝑢=1

𝑁𝑁 [𝑁𝑁(𝑅𝑅𝑢𝑢,𝑢𝑢|U𝑢𝑢
𝑇𝑇𝑉𝑉𝑢𝑢 , 𝛿𝛿𝑅𝑅2)]𝐼𝐼𝑢𝑢,𝑖𝑖

𝑅𝑅

评分矩阵的条件概率的先验也服从高斯分布：

其中I𝑢𝑢,𝑢𝑢
𝑅𝑅 是指示函数，当用户u对物品v𝑢𝑢有评分时，为1，否则为0。

28
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数据挖掘实验室Probabilistic Matrix Factorization

利用贝叶斯推导，可得到用户和物品的隐式特征的后验概率：

𝑃𝑃 𝑈𝑈,𝑉𝑉 𝑅𝑅, 𝛿𝛿𝑅𝑅2,𝛿𝛿𝑢𝑢2,𝛿𝛿𝑣𝑣2 = 𝑝𝑝 𝑅𝑅 𝑈𝑈,𝑉𝑉, 𝛿𝛿2 × 𝑝𝑝 𝑈𝑈 𝜎𝜎𝑢𝑢2 × 𝑝𝑝 𝑉𝑉 𝜎𝜎𝑢𝑢2

= ∏𝑢𝑢=1
𝑀𝑀 ∏𝑢𝑢=1

𝑁𝑁 [𝑁𝑁(𝑅𝑅𝑢𝑢,𝑢𝑢|U𝑢𝑢
𝑇𝑇𝑉𝑉𝑢𝑢 , 𝛿𝛿𝑅𝑅2)]𝐼𝐼𝑢𝑢,𝑖𝑖

𝑅𝑅
× ∏𝑢𝑢=1

𝑀𝑀 𝑁𝑁(𝑈𝑈𝑢𝑢|0,𝜎𝜎𝑢𝑢2𝐼𝐼) × ∏𝑢𝑢=1
𝑁𝑁 𝑁𝑁(𝑉𝑉𝑢𝑢|0,𝜎𝜎𝑢𝑢2𝐼𝐼)

对上式取对数求极大，就可以得到在已知参数𝛿𝛿R2, 𝛿𝛿𝑉𝑉2, 𝛿𝛿𝑈𝑈2，和评分矩阵的前提下得
到最有可能的U和V的隐式特征矩阵。

最大化后验概率：

29
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数据挖掘实验室Probabilistic Matrix Factorization

高斯分布和其对数形式：

𝑝𝑝 𝑥𝑥 =
1

2𝜋𝜋𝜎𝜎
exp(−

(𝑥𝑥 − 𝜇𝜇)2

2𝛿𝛿2
) l𝑛𝑛 𝑝𝑝(𝑥𝑥) = − l𝑛𝑛( 2𝜋𝜋𝜎𝜎) −

(𝑥𝑥 − 𝜇𝜇)2

2𝛿𝛿2

等同于优化：

最终优化目标：

30
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数据挖掘实验室Probabilistic Matrix Factorization

Graph Model:

31
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数据挖掘实验室Hierarchical Poisson Factorization

Motivation: 

• 不能保证推荐出的评分为非负的，这是由于假设高斯分布的先天缺陷(NMF

已经解决)；

• 只对评分项进行拟合，把非评分项忽略，但PF会将用户没有评分的项也作

为观测数据，隐式地把矩阵中的零作为用户资源的一个限制；

• PF只在用户观测矩阵中的已经观看过的数据中循环。这样可以利用用户产

品矩阵的稀疏性，可以运用在大型的数据集上。

32
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数据挖掘实验室Hierarchical Poisson Factorization

The hierarchical Poisson factorization graph model:

33
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数据挖掘实验室

𝑝𝑝(𝑋𝑋𝑢𝑢,𝑗𝑗| 𝜃𝜃𝑢𝑢𝑇𝑇 ,𝜙𝜙𝑗𝑗 ) = (𝜃𝜃𝑢𝑢𝑇𝑇𝜙𝜙𝑗𝑗)𝑋𝑋𝑖𝑖,𝑗𝑗
exp{−𝜃𝜃𝑖𝑖

𝑇𝑇𝜙𝜙𝑗𝑗}
𝑋𝑋𝑖𝑖,𝑗𝑗!

𝑋𝑋𝑢𝑢,𝑗𝑗 ~𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛 𝜃𝜃𝑢𝑢𝑇𝑇𝜙𝜙𝑗𝑗

Hierarchical Poisson Factorization

泊松分布和其对数形式：

避免了其他方法所需要的复杂的子采样、近似、或随机优化的需要。

34



Hierarchical Poisson Factorization

求后验！！！

模型中的隐变量是𝜃𝜃uk、𝛽𝛽ik、𝑧𝑧𝑢𝑢𝑢𝑢。各个参数独立。

35
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数据挖掘实验室Hierarchical Poisson Factorization

求后验！！！

36
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数据挖掘实验室Dynamic Poisson Factorization

37
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数据挖掘实验室Poisson Trust Factorization
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数据挖掘实验室Poisson Trust Factorization

39
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数据挖掘实验室
• Brief summary

Poisson Factorization

Basic Model

• SVD

• Probabilistic Matrix Factorization

• Hierarchical Poisson Factorization

PMF是从概率生成过程的角度来解释user和item的latent factor, SVD是从优化
目标出发，如何确定user和item的latent factor可以使得loss最少。两者解释
的方式不一样, 但PMF的MLE 与优化带正则项的svd的loss function是等价的。

SVD PMF HPF

40
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数据挖掘实验室

Extension Model

• Dynamic Poisson Factorization

• Poisson Trust Factorization

• Brief summary

HPF是为了解决PMF非负、只对观测数据拟合、和无法适应大规模数据的缺
点提出的方法。

SVD PMF HPF

41
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数据挖掘实验室
• Summary

Poisson distribution：基本的泊松分布和两个简单的小例子。

Poisson process：分析事件发生次数的影响因素，构建基于时间的Intensity function。
建立非均匀、有记忆性的泊松过程，学术名次Marked Point Process。

Poisson factorization：从SVD、PMF、HPF，最后拓展了两个模型。

42
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数据挖掘实验室
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